Grondslagen der wiskunde : Cursus eindhoven 1949/50 by Heyting, A.
STICHTING 
MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAA VESTRAAT 49 
AMSTERDAM 
zc 13 
Grondsla~~n der wiskunde. 





Colloquium §!_ondsla_g_en_d~r WiJJ:.k.~ Eindhoven 11 Oot.1949. 
1. De ruimte R is een verzameling van punten. 
2. De rechten zijn deelverzamelingen van R. 
3. Er bestaat minstens een rechte, 
4. rechte bevat minstens drie verschillende punten. 
5. n A en B verschillende punten, dan bestaat er een recbte, 
die A en B bevat. 
6. n A en B verschillende punten, dan bestaan er geen twee ver-
schillend'e rechten, die A en B bevatten. 
· 7. bestaat geen reohte, die alle punten bevat. 
8". Is A ee.n punt, b een rechte, die A niet bevat, dan bestaat er 
een rechte, die A bevat en met b geen punt gemeen heeft. 
9,. Is A een punt, b ecm recbte, die A nie•t bevat, dan bestaan er 
geen twee verschillende ;;:.·echten, die A bevatte.n en met; b gecn 
~unt gemeon hebben. 
10. Een rechte bevat niet meer dan drie vorschillcnd0 punten. 
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I: 1-7 Zie 11 Oet. 1949 1 no. 1-7 
II: 1,.Ligt B tussen .A en C, dan ligt B tussen C e.n A, en A., B en C 
.zijn drie verschillende punten van een lijn. 
2.Zijn A, Ben O drie versohillende punten op een lijn, dan ligt 
een en slechts een van die punten tussen de beide andere. 
3.Zijn A en B versobillende punten, dan bestaat er een punt c, 
zodat B tussen A en C ligt. 
4.Zijn A, Ben O punten buiten een lijn l, en ligt tussen A en 
Been punt van 1, ma.ar tussen A en C geen punt van 1. da.n ligt 
tusaen Ben O een punt van 1. 
III. 1.Een verplaataing V voert i~der punt A in een pQnt VA= B over. 
2.Ligt B tussen A en C en is V o~n verplaatsing, dan ligt VB tus-
sen VA en VC. 
IV •. 
v. 
3.Ligt B tussen A en C, dan kan lijnstllk AB door geen verplaatsing 
in lijnstuk AO overgaan. 
4. Ligt D binnon L BAO, da.n kan LBAC door geon vcrplaataing in 
L BAD overgaa..n. 
5. Iedere vorpla.ataing heuft c~n inverse, dio oon vorplaatsi.ng 
is. 
6. Het product van twee vcrplaatsitlgcn is wocr ocn vorpla.a.tsing. 
7. Er is ccn verpLa.s.tsi.ng, die con gc.gc\"€m punt A in ocn gegevon 
punt A',. con gt;;gcvc.n halve rcohto l mot ui toindc 1'1,, in eon go-
gaven reohtG l' mot uitoindo A• 0n oon door 1· bcgronad half-
vlak in _.e.en :be,paald door l' begrensd halfvlak overvoert. 
(Continuiteitsaxioma van Dedekind)~ Wannoor dG punton van con 
halve lijn 1 met uitoinde A in twoo klasson L on R wordon vor-
dccld I zodat iodor punt van L tuss0n A en iodcr punt van R 
ligt,. dan bcvat 1 een punt P zodat i'.::dcr punt van L tusscn 1 ... 
en P ligt, tcrwijl P tusscn A en iodof punt van R ligt. 
(Pax-al]ele.m:doma.),. Door een punt buitcn ccn lijn gaat alochts 
een lijnt die de corstc lijn nict snijdt. 
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~.9.0 li9h:t ingen_.. 
Grondbegrippen zijn: punt, r0chte (lijn), tussen, vorplaatsing. 
Bij III. 3 Lijnstuk Jill is de vo~zamoling van alle pnnten, die 
tusson a en B liggen 
Bij III. 4 Le.at een lijn 1 en een punt .A gegevc.n zijn .. Twee puntcn 
Ben C van l liggcn op dezelfdo halve lijn 1 met uiteindo 
S, als S hiet tusscn B en O ligt. M0.n kan bcwijzen, dat 
. .. ~ 
Bij III 5,6 
1 door Sin twee halve lijnen verdoeld wordt. 
Twee punten Pen Q buitcn oen lijn l liggon aan dczelfdc 
kant van 1, ala l gecn punt tusson P en Q be:vat., Men 
kan bowijzen, dat 1 br;t vlak in twoc halfvlakkon verdoe1t, 
zodat Pon Q aan dozclfdo kant van 1 liggon, wanncer ze 
aan dezolfdo kant van 1 liggen. 
LBiiC bcstaat uit de halvo lijnon AB on i1C. l? 11gt bin-
nen LBJ1.C, als P aan dczolfdo kant van iij:l ligt als C • 
s!n aan G:.~,z:e.lfde :'kant, vmi.:,4.C :.e.l;s i:J3. • 
D~ze .. ?,'X:ioma ~..s -drukkerJ.- ui t,. dat de verplaatsingen een 
transformatiegroep vormen. 
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§ l. In het k,Jrt werden enige hooftipunten ui t de geschiedenis der logi ... 
ca besproken. Ter sprake kwam: Voor bijzonderheden zie: F,,.71. Beth, Ge-
schiedenis der TJogica, Service I s Encyclopaedie 194,1" 
1. De praedicatenlogica van Aristoteles. 
2, De uitsprakenlogica der StQ.g, (Chrysipnus) ... 
3, Het prograrnma van Leibniz vcor de opstelli:r..,g va.n een · 11 Ch::::-.rac-
teristic universalis 11 , 0 Ars combina.t,:-ria.'• en "Calculus rri.tio-
cinator11. 
4. De klassenlogica van Boole en de relatielogioa van Petre~. 
(": 
·.," 2 • De f ormalisering der logica,. door Leibniz geeist, ',Verd door Ecole 
en door degenen die zijn werk voortzetten tot stand gebracht. Peano 
ging verder en trachtte de gehele wiskunde te :fcrrmliseran .. 
(' 
~ '3. De logicisten, in de eerste plaats Dedek:i.:.nf! en Frege, later White-
~ en Russell, trachtten alle wiskundige begrippen op grond van 
logische begrippen te definier,:zm. Voor het begrip "aanta.ln geschiedt 
di t als volgt. 
Een relatie R tussen twee verzamelirt.t;en A en B heet §'~~-tndu=h_~IB 
wanni:;er l O ui t a R b en a' R b volgt a :::': at; 2° ui t a R b en a R b' 
volgt b= b'. Twee verzamelingen, waartussen een een-e-;;nduidige relatie 
bestaat, he-ten gelijkma~htig., De verzameling van allG verzamelin~en 1 
die gelijkma(;htig met A zijn, heet de macl1tigheid ()f het kardin.,9.~:,lgetnl 
,ran A., Vco-r 1--;lndige verzamelinge.n valt dit begrip llmachtigheid11 samen 
1 ·E~t het ge braikelijke begrip 11aantal u. 
Voorb-2aJJen van definities van speciale aantallen. 0 is het kardi-
~-, .. ~:i.1getal "ii:,:u~ de v .. -,::;:•zameling van alle di1:if.;en, die niet gelijk zijn aan 
verc3taan wij de➔ verza.meling van alle dingen, die 
: ~: h(:-i~ k:,1rdinaalgotal van {o} • 
4, D.e. pa1 ad.ox van Ftussell, Zij E de vert,f1'le ling van al;te verzameL. '!1_,>" · 
" 
, s zichzelf niet a.ls element bevatten. l'•·· f,'2Val. E bc-_r.-:i,t E .als eler,:'.}r't: 
dan bevat E zich21elf niet al$ element volgens de d e:f:·. r ltiEi. 2° G-eval 
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E bevat E niet als element; dus bevat E zichzelf als element volgens de 
definitie. Zowel in het eerste geval als in het tweede komt men tot 
een tegenstrij digheid. 
Deze en andere paradoxen maken een diepgaande revisie van de logic.·· 
noodzakel ijk. 
§ 5. De axiomatische methode bestaat in het volgende. 
1. Alle ~rondbegrippen van een theorie worden opgesomd. 
2, Ieder begrip moet uitsluitend op grond van de grondbegrippen 
worden gedefinieerd. 
3. Alle grondstellingen (axioma's) worden geformuleerd. 
4.- Iedere stelling moet langs zuiver logische weg uit de grondstc"' 
lingen worden afgeleid. 
§ 6. Tot de groridbegrippen behoren begrippen van grondelementen en vr-,r 
grond.'relaties. Een model voor een axiomatische theoric is een verzameJ :: 
van element en, · waartussen zekere relaties bestaan, di.a aa.n de ax:i.oma ts 
voldoan. Twee modellen M1 en M2 zijn isomorf, wa.nneer tussen M1 en M2 
een een-eenduidige afbeelding mogelijk is met de volgende eigenschap: 
Beantwoordt aan een grondrelatie R in M1 de relatie R1 , in M2 de rala-
tie M2 , en bestaat tussen twee elementen van ~l de relatie R1, dan be-. 
staat tussen hun beeldelementen de relatie R2• Een stelsel axioma's 
heet categorisch, als elke twee modellen daa.rvoor isomorf zijn. 
Is_Q e~n der axioma's uit het stelsel A1 dan kan men een nieuw 
stelsel A' vormen uit niet-Q en de overige axioma's van A. He~:ft men 
een model voor A', dan is Q o~afhankelijk van de overige axioma's. Deze 
begrippen werden aan een voorbeeld verduidelijkt. ( zie afzonderJ.ijk 
blaadje) ~ 
§ 7. De vooru.i t.gang der wiskunde in de lan:tste 50 jaar berust voor eo::. 
belangrijk deel op de toepassing der axioma.tische methode., Als grond-· 
slag voor de wiskunde stuit zij echter op grote bezwaren. Wanneer voor-
een stelseJ. axioma' s niet tevoren een model is geconstrueerd, m~~t men 
niet 1 of 0r objecten bestaan, die met de grondbegrippen corrasponder~n. 
De toepa.ss:u.1.g der logische begrippen als 11 bestae.n", 11 volgen uit 11 op 
zulk een .i.ebg systeern mist elke grond. Men meet met het systeem kunnen 
·.v-~·.cken als•::-·f .l.'let r.iet op een inhoud betrekking heeft. Hiervoor is 
:.h1dig; da·~ (i.e logica mede in het proces der ax;Lomatisatie betrokken 
wc,rdt. ]):Lt, gE:>schiedt het beste door forma.lisatie. 
98 • .Een geformaliseerde theorie of calc11:L2?..§. wordt a.ls volgt gedef:in~ 
eerd. 
Blz.3 
1. Er is een lijst van tekcns. (1-feGstal is d,;';) lijst rncdndig 
grocvt 1 doordat na.tuurlijko getallen 9..ls indices warden tot?gelr.ten). 
2.. Bepaalde tekencombinaties word.cm n.ls formules b0schouwd; C)r 
zijn regels gegeven, w::tardoor van iedere tr?kencombinS1.ti0 kan worden 
uitgcma~.kt, of zij een formule is of niot. 
3. Er is een lijst van formules, die als 8.Xiomrtts worden bt.~schnuiv~. 
4. Er zijn afloidingsregels gegevc:n, wRardoo1~ uit zekern formulcs 
een nieuwe :formule kan worden afgeleid .. 
5. Een formula, die of zolf nxiomn is 1 of uit de 3Xioma's door 
ee:m eindig anntal toepassingen der afleidingsregt}ls kan '.rnrden afge-
leid, hoot ecm afloidbare formulc of e-:rn stol ling. 
,\9 Ove:c 
,) .. de calculus wordt gerodenc,::rd in a e BQ.t~1.mathcm:1tica. Deze 
rnaakt gebruik van ee nvoudige vli Ekundigo bogrippE:m, m::;t inb,:,grip vnn de 
volledige inductie. Tot haar gubied beboren d:2; problemcn der cnr:.tra-
dictievrijheid ( nu niet me,Jr door 0,_;n mod,01 tB bewij z9n) 1 volludit;hEdd 
( in nader te preciseren zin) end e vrn.·-i,g, hoe uit te mfl.k:m, of' oen 
gegeven formule afleidbaar is of niet (clefinict systoc;m). 
De metamathematica is scherp gescheiclen vnn het 'trnrk"Jn mc,t h<,:-t 
formule systeem zelf. Hiervoor zijn zekero eenvoudige practische 
vaardigheden nodig 1 en men moat er voor kunnen tellen, 
§ 10. Het vrnord "axioman komt in verschillende betekenissen voor. 
1. Veorwar,.rde voor het be staqn van oon theorio. ( In deze zin is 
het bests.an vnn onveranderlijke en horlrnnbn.re tekcns enn fl.Xiom'.l. voor 
elke calculus). 
2. Onomstotelijke wn'1rhoid .. (Lnni:"l:e tijd worden dt3 ·1.xiom'.l.' s dc~r 
Euclidischc meetkunde 8.1s zodn.nig b8schou•:1d; vele beschouwGn d.0 grond-
stellingen der logica als axiom?.' s in dez,:; zin). 
3. Een stelling 9 die als ui tgrtngspunt voor de "'.flciding v::.:n 
nieuwe stellingen wordt gebruikt ( zie § 5). 
4 .. Ui tgangsformule in een calculus ( zie ~\ 8). ',7ij ge b'ruiken het 
.J 
woord alleen in de betekenissen 3 en 4. 
·) 11. De intuitionisten st ell en zich ten doel, de wiskunde zo streng 
·) 
n,ogelijk op te bouwen, zonder ze door formalisatie van haar inhoud 'te 
bercven. Zij gaat uit van de begrippen 11 eenheid11 en nonbeperkte her-
halingn, die in alle wetenscha:ppelijk denken en ook in veel denken 
buiten de wetenschap liggen besloten en die wij kunnen denken als i:ri 
hage mate vrij van niet ter zake doende inhouden. Filosofie of logic 
kan geen grondslag voor de wiskunde ge,ren; z:i j he(:1ft zulk t'::en c;rond-
slag ook niet nodig. Ook ~en fundering door form..":l.b.s••.tie is onmogr:lijY 
.. 
Blz. 4 
De rol der taal blijft beperkt tot het leggen van contact tussen ver-
E:Chillende wiskundigen. De opbouw der wiskunde bestaat in een constru-
t-:ren in onze geest, waarbij iedere stap onmiddellijk duidelijk moet 
zijn. Deze evidentie komt niet toe aan de logische stellingen, zoals 
het beginsel van het uitgesloten derde. De logische beginsels mijn zeer 
algemene stellingen, geldig voor willekeurige wiskundige systemen, en 
hebben dus eep bewijs nodig. De overtuiging, dat iedere stelling of 
juist, of onjuist is, berust op filoso~ische gronden, die wij niet als 
grondslag voor de wiskunde aanvaarden. "De stelling A is juist" beteker:t: 
11 Ik kan A bewijzen'"• nA is onjuist" betekent: 0 Ik kan uit de onderstel ... 
ling A een tegenspraak afleiden". 
Er is noo:tt bewezen, dat ~en van beide altijd mogelijk is. 
•-,12. Grondtekens der uitsprakenrekening (U) • 
..., 
i\ , V , _,., -i; een onbepaald voort te zetten rij veranderlijken 
a, b,~ •. , a1 , a 2 ,. • ._ • 
~-13 
-~ .. 
Formule 1). Iedere veranderlijke is een formule. 
2) Is A een :formule, dan is~ een formule. 
3) Zijn A en B formules, da.n zijn AA B, Av B en A--+B formules. 
4) Slechts die tekenreeksen zijn formules, waarvoor dit op grand 
van de regels 1, 2, 3 kan wordenaangetoond. 
~ -·' 
Wij beschouwen een tweede calculus (C). 
, 
'\, V 
Grond:tekens: ", V ,~,-,, o, 1, = 
Termen 1) 0 en 1 zijn termen. 
2), 3), 4) analoog met § 12. 
Formu1,~§.• Iedere formule heeft de vorm A = B, wa.arin A en B termen 
zijn. 
Grondf_Q_rJ!!.'\.!l~.§.• -, o = l. -, 1 = o .. 
De overige zijn vaJl de vorm x). y = z, waarin ), e~n der tekens 
, ~ is en x, Y, z ieder een der tekens O,l voorstelt .• Wij vatten ze 
: ~;:::.men in de ta.bellen: 
!\ 0 l V 0 1 -',: 0 1 
------,+--~·--#·-
0 0 1 0 0 0 0 l o t;1 
1 1 1 1 I 0 1 l \ l> 0 
Afleidingsrege·ls. Uit rX = i?::. leidt men af /)::: r::, ..•. Uit ~- =/~- en 
., .......;.;;;;...;;.===;:;,..:;.,== I 
i '., = X leidt men af' ex. = ~· ,. 
...... ~. 
··- ~ • c.u, u.o;:; u..1 i;sprakenrekening voor 
, 1ectere veranderlijke O of 1 1 dan ontstaflt een term· T uit c .. In C is of 
T = 0 of T = 1 afleidbaar, en niet beide tegelijk. 
12_en~~d!l&~• Twee'formules uit U heten equivalent (A B), als zij bij 
i,adere substi tutie dezelfde waarde geven. 
Een formule heet een identiteit 1 als zij bij iedere substitutie 
de waarde O levert. 
A A. ' A • 
In de zin der equivalentie ZlJn de bewerkingen 1 .. en v commutatief; 
verder gelden de beide distributieve wetton 
(A/\ B)v C:·J(A,; C) '· (B·. C) 
(A ·.1 B) ;, C r-> ( A 1-, C ) ,, ( B 1, C) 
en de beide formules van de Morgun: 
·-1 ( A I B) r-v -. A \/ -1 B 
7 (A "I B) r·-...1 -1 A /\ 1 B 
Nog twee belangrijke equivalenties: 
A-.,,Bc,; -, A·, B. 
De equivalentie is een klassenvormende relatie tussen formules, wn.nt 
l;, A;--,0A; 2. Uit A:vB volgt B,-,.1A; 3. Uit A-vB en B1'-JC volgt Ar,JC. 
In de zin der equival entie kan men -twee der tekens v, , ---s, uitdrukken 
in het derde en de negatie. Al de te}:ens zijn uit te drukl::on in het te-
ken: gedefinieerd door 
11 
a i b == 7 a \' 7 b; -· a , . > a. a, a 1\ b ,.,...., (a: b) , (a' b) 
·~•· 15. Een formule heeft de conjunctievc norman.lvorm a.ls zij de vorm 
heeft A/\ BA C 1\ ••• , waarin A, B, C enz .. disjuncties zijn met termon 
de vorm a of ·-1 a ( a is een veranderlijke). Iedere formule is cqui-
met een formule in de conjunctieve normaalvorm. 
Een formule in de conjunctieve normaalvorm is dan en slechts dtm 
identi tei t, als iedere conjunctieterm eenzelfde veranderlijke ZO'N 
zonder als met-, bevat. In de uitsprakenrekening, opgebouwd met be-
hul:p van 'v, I\ 1 -1 geldt de dualiteitsstelling: Twee equivalente forrnu-
'Les gaan in· equivalente formules over, als men overal I\ met \1 verwis-
selt. Een identiteit gaat door deze verwisseling over in een formul,::, 
identiek onjuist is, en omgekeerd. 
Duaal tegenover de conjunctieve normaal vorm staat de disjunctievc 
De f0rrm.iles A en B zijn dun en slechts dan equivalent a.ls A--oil 
B➔A identiteiten zijn 
Het aantal juistheidsfuncties (functies, die slechts de waarde:n 
0 en 1 aannemen) van n veranderlijken is 2 .la:deze worden verkregen ) 
door de formule 
met behulp van de eerste distributieve eigenschap in een conjunctic1r·~ 
normaalvorm te brengen. De dgelconjuncties hiervan (met inbegrip v,-:: 
de lege formule) zijn de elementaire conjuncties in n veranderlij:, ..:r 
Iedere formule is equivalent met een elementaire conjunctie. 
III. Re_latj.~_ke_r.it~. . 
~i17. In een relatierekening treden twee soorteb veranderlijken op~ 
dingveranderlijken en relatieveranderlijken, de laatste met 0,1,2 •.... 
e.rgumenten. Aan de tekens uit de ui tsprakenberekening word en toez.e•-
voegd de gua~O.E..fill ( V.x) ("voor iedere x"·) en (]x) ("er bestaat een 
x, zoda.t"), ln een formule of deel van een formule, wa:e.rvoor een 
~uantor geplaatst is, is de veranderlijke x gebo~d~g. 
Een f ormt1l~ is een tekenreeks, die op grond van de volgende r'.'.!•· 
gels is opgebouwd: 
1. Een uitspraakveranderlijke is een formule. 
2. Een relatievera.nderlijke, waarbij voor alle argumente.n ding-
v-eranderlijken zijn ingevuld, is een formule. 
3. Is A een f.ormule, dan is 7 A. een formule. 
4. Zijn A en B formt1les, zodanig,dat gee.n veranderlijke i.n J1. 
vrij en in B gebonden optreedt, of omgekeerd, dan zijn A./\B, A.VB e.11 
A~B fo:rmules. 
5. ~reedt x in A als vrije veranderlijke op, dan zijn ( Vx)A en 
( ~jx.)i1. ·formules. 
Axioma' s zijn: 
1. Iedere identiteit uit de uitsprakenrekening. 
2.' (V.x)a (x) ➔ f:>(y). 
3. a(;y) _.,. (3 x)a(x). 
Regels; 
I a .. :Sen vrij.e dingveranderlijke · mag overal, waar zij voork;omt, \if_;j_ • 
vangen worden door ·een dingvera!lderlijke, .die neg nergens gc-
voorkomt. 
b. Een gebonden dingveranderlijke mag in het gebied van een be•·· 
paalde quantor door een andere dingveranderlijke vervangen 
warden, mits door deze vervanging weer een formule ontstaat. 
c. Voor een uitspraakveranderlijke mag een wille.tteurige 5,.. · 
mule warden gesubstitlleerd, die geen der dingveranderlij_. 
bevat, die al in de oors:pronkelijke formule voorkwe.m, te 2°:·;~ ~ ~. 
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d,:ior de sL1bstitutie weer een forrnule moet· ontstaan. 
: ,\ioor een relatieveranderlijke f met n argumenten kan als volgt een 
f ormule J3 ( x,) ••••• , x"' ) gesubsti tueerc1 word en, die gecn veranderlij 
·0 bevat, die ook in de oorspronkelijke formule A optreedt. Strat 
;_:J.'G8DS in A, f(Y,i ••• ,Y,., ) (waarin Y, , •••• y,, veranderlijken zijn, 
: ic: niet alle vcrschillend beboeven te zijn), dan vervangcn v.rij dit 
c1 oor B (;y, 1 ••• , y(I ) • Bet resul taat van do sub st i tu tie moot weer een 
:formule zj_jn . 
. ~L Zijn A en A ➔ B afle:idbaar, dan is J3 afleidbaar. 
III. Is du formulo A➔B (x) afleid1Jaar, t0rvrijl x in A r1iet voor:komt, 
dan is .;~' x)B(x) afleidba.ar. 
IV. Is de formule B( x)-';- l'c afleidbaar, tcrwij 1 x in A niot voc,rirnmt, 
:J.an is (]x )B(x) ➔A afleidbaar. 
§18. Men leidt nu gemakkelijk af de regcl: Is ~(x) ocn aflcidbare for-~ 
" ;nm.Lo den ook (\/:x)li.(x), on de formL1.lcs: (.]x)e(x).:--1 -7(Vx)7 e (x) 
(\l x)a(x)+. ➔ -:(]x)--ia (::) I . ·, \ '..- j 
:Jo :formules A on B hcten a~9.uivale1,1t ii.,·- ... B, wannocr zovrnl 1~.....,B aL':, :c.-- ➔ L 
f.:.fleidbaar is . 
. ;~oquiv a.lenticstelling. Be vat de formule A do fo:r·mulo B a.ls tonvmt0r,1j \.,.J..i 
ifi DrvB 1 , torwijl do formulc L.' uit L .. ontstaat, door do bouvrst0un 2.:z t0 
.:·.:vangcn door B', dan goldt ,A,vfi_to 
: .tjs d,oor inductic langs de opbom1 van formulo .i~. 
:; : :. Stollin_goBevat eon formulo Ji. ge0n vrijo dingv0randorlijkc on gocn 
•.1Er::1pr2ak- of rolatioveranderlijLc on is B afleidba.ar uit .,_·~, dan is 
-~---.>. :,) af loidbaar • 
. };:yrjj_S..,• Volgons rego 1 Io vervangcn we nll0 vcranderlijken, d io iD .L. 
:,roorkomcn door vorandcrlijkon, wnarop in de e.fleiding 1.rD.n 13 uit .. ~ n.r-
;~,1112 do su.bst i tut iorcgc 1 toegepast word t. :;J2.ax·nct plaat sen Viij voor io-
d•)J'.'G forrnulG in dio afloiding L.~. Ect ·u1ijkt, dat zij de2.:rdoor hct ka-
r 'oktor van oon afloiding bchou.dt, Hct rc::::ml.to.at if.:J nu ~·~ 4 D, 
Hct belang van dozo stalling ligt in hot volgondc. De ( I •:.• , • ,. ,·: • ~--! ... • ... ~ 
:;,:n wiskund igo thoorio vormon gowoonlij k, a1f3 men bun conj cu::~ct ii.; 1, ·· 
c!cbouwt, oen formulo li., dio nan do voorvn.1,[.u:.·c1cn vPn do stolJ.ii::c:; IC) 
. . . . . . - . . ' f . ··1-. :i 7,,.,1·1 ·, 'Ol"d ,,. n '"8.n 
.1, vraaQ' of oon stollin(J' B uit die axiornc. s a gu uia .,1.., .•. , :· · ·"' , ·'-· 
.. o ' 0 · ~ -:i f" - 1 '- 4 -o l ,1 ,7 0 J'.' r 1 q -~ 
,:'L. toruggobracht war.a.en tot. 9-.0 Vl.;f:l.stg,_o!. 1.,(; orn~U.L~_.-1;· .cl ·~•.:'"" -, • C.;of 
,: t(Tclc0ning afleidb'.s1ar ·Hi. In hot ·•bij zone.le~ .. geldt c:.it voor ,t 0 vr 
·.:::l. Bt·o,l'scl cixioma•s vrij van togenspraak is. 
~2o. Do rolnticrokoning is vrij van togcnspraak. Om dit tc bc~ijzon, 
d ., · · k n on q_LlADt 0 ~0 0 rt ;1err er; :_,:ton wij in oeu formule allo dingvcrc.n cr.LJ.J. c ·· c:, .,_ • ' -~ , , • 
· ,TV'.:'.ngGn wij allc n)latievorandorlijkon door bun uitsprr.tJ,kv3 rnr:i,.1cr"-~;y .. 
,: ... n. Iodoro afJcid'baro formulo gaat dnardoor over in oon idont i to i\~ cu.·.~ 
::i.c uitsprakenrolrnning. ])it lean cchtor nict mot. L .. on 7;,, toc;c;J.ijk hc.,t i 
·vc.l zijn. ])it bewijs komt hicrop noor1 dnt rn.cn do rcla:tic:r,J uning to 
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paSt op c:o.n verzameling van di.ngon, die sloobts een element bevat,. 
§21. De relatierekening is niet vollodig in dg g!~ V~Q §~1 na toevoe-
ging van eon niot afloidbare formula aan do axioma 1 s b0hooft geen te-
genspro,ak to ontstaan. Voorboold ~ 
( j J<) CtlJC} _,,, (V x) OL{X) (3) 
is niot c~:floidbaar. Hot bewijs uit §20 blijft ochter go.1.:iig ne, to,>-
vooging v0,n (3) als nxiomR. (3) is idcntiolr juist, als ,or slcchts 
een ind ividu boo l;aat, maer nict. moor, als do individu.or:iverzamoling 
moer dan een element bozit. 
Een for.mule hoot k-idontiok, 1:1ls zij idontiek juist is in ied,~.;.· J 
ind ividuenvorzcc.moling van hoogstcns k olemontcn. H8.uwkourigor: ver--
v~ng in do formulo F ovoral ( 'l:x) A (x) door :.1.(1) I\ ... : •• /\ .Zi .. (k), 
c-=1 )() ',(x) door 1 (1) V \/A-(k") 1.. ' • • • ..... 
-1 ""~ .... • • • • • • - · .-i. -, nado:1, zo -aLlo q_uw ... ntorcr~ 6oolimi-
n0ol:'d zij.n ·' b"·s9hou~-r0,,., "'i· ·· 11- · .. , · · · ··· ·. 
-
1 
· .i;;;; · , 1• ... ~ ., J , e .1..0- G.O,irnJ.nutio van 00n 'rele:ticva.:eiabt:l·e· · 
mot o.ls argumonte.n goj;.g,-llO'l/.llti,it- do rij 1-, •• • ~7·,k -als con· i1io·m70 u.it . .:. 
sJ;;iraR-i;yexandorlljko .• V.orkriJgen wij zo een identiteit uit de uitspre.•-
kenrek.ening, dan is F k-ide.ntiek. 
t\¥x)°'t~)-v,(~XJ(,a.<.x.)v.t,x.,)-v"·(~-J(),(7 Cl( :X.) v 7 fb(.1.)) 
is 2~•ido.nti~k,, _me,ar · niot .3:::-identick •. _ ~~\P·. · .. -
Laat F de conjunctie zijn van de formules 
( \J .J( ) 7 Cl ( )(; )() 
(\;/.,.)Ct/ ~)CY,:.)( <l(J:,~}ActC~,-z..)-; (:{(X,Z.)) 
( V x )(] 1) ct ( >t ) 1j) 
7F is k-identick voor ieder natuurlijk gotal k. Neemt men echtLr nls 
individuonverznmeling alle no.tu.urlijke gotallen en voor a(x,y) do :eu-
latic: x < y dan is F juist. Do vrc.ag m:vlr de afleidbaarheid van ] 1 is 
dus gelijl:wae,rdig met de vraag, of de axioma's voor do ordening der 
nntuurlijko geti1llc.n tot con togonspra2k loidon. 
§22. De vra2.g naar 00n mothode, vm2.rdoor oon willekeurige formulo ui t 
de re lat ierekoning gcmaakt kan ,,-,orden, of zij afloidbaE~r is, nomnt 
men bet decisioproblecm (Entschoidungsproblem). Volgens §19 zou eon 
oplossing hiervan automatisoh de oplossing geven·van oon L1itgebro:-
d0 klasso van Hiskundige problomen. Evom10l is door Church b0y1oz01.,, 
dat bet dee is ioproblcom ondor zeer nlgc1ncno and erstelli.ngen o\rer do 
to gebruikon redeneormiddelon onoplosbaal'.' is·. 
Bet docisieprobleem is wel voor sonunigo klasson van :eormulos op~• 
golost; oak hE.:eft men hot algemee.n decisieprobleem tot dat voor sp0-
ciale klassen van formules teruggcbracht. 
IV. LogJ-s~ iJ;k. 
§23. Voor de b0spreking van enige paradoxen on de indeling van de 
:paradox:on in logische ep ~emant ische viOrd t verwezen nae.r JJ. W, Bc·t-'.,_, 
Wij sbegeerte der Wisl'l'..Undo, N ijmegen 1948 ( ann te balen a'ls "Dethf'} ~ 
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Ter v0rmijding van de logiscbo pe~adoxen stelde Russell de typontho-
orie op (Both blz.282). 
Ton govolge vnn do ondorscheiding dor typon, moeton de meosto bogri1.-· 
;;;en, o.a. do inJ.Sbohandeldc, voor iodor typo opnieuw vrordon godofi-
nloord. 
;;,24. Dcpalingon •. Gegovon con rolnti6 R. Eon klasse ex hoot R-orfol:i .; , 
EJ.ls ( 'V u) ( \/ v) (u €. or- /\ UJ T-( tto+lite'-). b is eon R-£~omol_;i.n_g van e, of.-,:j-t--l· 
1"'. ls (V (j., ) ( (;1 E d... i\( \"/ u .. j ( V 1.i) ( t~ €. O',. /\ U, 1i I) ~ ll" ~ ~ ) ·➔ t E. lX. ) • 
Do klasso dor R-nakomelingon van a boot de R-nakomolJ_p.3,;sgJ}~T~ ilf,1 
§25. Wij vorondorstollcxl datR..o(.:.n-0cnduia..],g ic., on dat or 00n olom£::.: ':: 
e baste.at, zodo,t ( 'i/ X) -1 (xR0). Tian is or con oon-eonduidigo ['.f'b,_::. 
· ding van do R-nakomolingscho.p· VU!l e op do natuurlijkG ge:tial1011 m0g0 .... 
lijk~ (Betb'bl~~77-80) 
§26. m Vg n botokont: 
(.] O', )(3 .x) ( I-<. ~: ct. -=- n, r, )( E. .:.t. A 1-<2-<. ( r.::1... - { .xJ ) = r-n.) 
[k%<Xis hot kardinaalgotal van IJl; z:::..o §3. o<- t x \ is de klas □ c dur c~.c · 
monton vo..n ex , die vorsohillcnd zijn vnn xJ 
De re lat i0 Vg voldoot aan do voonrao.rdon uit §25, als men O vocr o 
noomt. Mo.n kan dus definioro.n: Ecn natuLlrlijk got1::.l is con Vg-nc.ko•• 
1noling van O (Both _blz .193) . 
XX X 
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GRONDSLA.GEN DER WISKUNDE. 
Prof.Dr A.Heyting 
V. Bewijstheorie. 
27. Niet-tegenstrijdigheid van het stelsel axioma's: 
L. X = y-.(:f(x)_.:f(y)). 
2. X<Yl'Y<Z-;x<z • 
3., x-/:y-+x<yVy<x • 
4. x-.;;-x: 
5. x< Y-+ --,(y < x'). 
6. --,.(x<O). 
7 • X J# 0 ~ (9 y) ( y 1 =x) • 
5 April- 1950. 
. . 
Te bewij~en: UJ:it de relatierekening en axioma's 1 - 7 is de :for-
mule O #O niet a:fleidbaar. 
Eers:b o·na.erstellen wij, dat in de afleiding geen gebonden verander-
lijken optreden. 
(o<.) Normalisering der a.:fleiding. Als in de a:fleiding de :formule B 
uit de :formule A door een substitutie afgeleid wordt, dan voeren wij 
die substitutie ook in A uit en in alle :formules die in de af'leiding 
aan A voora:f gaat. Blijven in de a:fleiding nu nog veranderlijken staan, 
dan worden deze door constanten verva:rlf;en. 
· (/1). Een cij:fer is O o:f O met een aantal streepjes. Zijn If en 1' 
cij:fers; dan beet Cf =y ~, (w) als 'f enydezel:fde. tekenrij zijn; 
'f <y hee-t ~ ( w), als <p een deel is vany • Een formule, dft:e niet 
waar ~s, heet vals (v). Een :formule, die uit priemformul~s <f = 1{/ 
en <f <_ y met behulp van de tekens der uitsprakenrekening is samen-
gesteld, heet een ~rieke :formula. Volgens § 13 en 14 is elke 
· numerieke f'ormule w o:f v (w staat voor O, v voor l van§ 13 ). 
(( ). Iedere f'ormule uit de genormaliseerde a:fleiding is w. Bewijs. 
Dit geldt voor elke :formule, die door substitutie uit een der uit-
gangsformules ontstaat. Geldt. het voor A en A--,,B, dan ook voor B. 
0 ':/:: 0 is v, dus niet afleidbaar. 
( <f ). Algemeen geval. De a:fleiding wordt genormaliseerd, waarbij nu 
vrije en gebonden dingveranderlijken kunnen blijven staan. Verder 
wordt overal (V x)A(x) vervangen door:-,(l x)A(x). . 
(f ). Eerste reductiestap. Bescho1,1w een bouweteen (3 x) A(x}, waarin 
A(x) geen existentieteken bevat ... Breng A{x}. op de disjunctieve no:r-
maalvorm ·A, v A,. ••• v A,.. Iedere •A~ is een .conjuri.ctis van: :formules 
P = Q, P<Q, -.(P = Q), ""'P(P<Q); P is een cij:fer of een dingverander•-
lijke of een dingveranderlj;jlte met str_eepje·s;. evenzo Q. 
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Vervang --,{P = Q) door P< Q v Q < :P. 
Vervang"""'(P< Q) door P = Q v Q P. 
Breng de :formule weer op de disjunctieve norm)alvorm. 
( S L Tweede reductiestap. Vervang x(k) = x(l door o(k) = 
x(k) < x(l) door 0(-k)< O(l). 
(1 ). Larde reductiestaf. Zij k het grootste aantal streepjes, dat bij 
x voorkomt. Komt in P x l) voor, waa.rin 1 kleiner dank is, dan voegei 
wij in beide leden van P(k-1) streepjes toe. 
(6 ). Vierde reductiestap. A(x) heeft nu de vorm 
(k) (k) c, ( X ) \I • •• V ~ ( X )v c ... +I " ••• V c'I\. 
Vervang ( 3 x) A(x) door 
( 3 x )C 1 " • • • ". ( 3 x )C,,. ., c '11\tl 
( l ) • Vij:fde reducticstap. · 
1 6 geval c, (x(k)) is x(k) = RA c; (x(k) ). 
Vervang (3 x)C,e door (o(k)= R v o(k)< R)A c{ (R). 
2e geval. Cl (xk) is van de vorm 
'Rl< ;/h) A ••••.• _./R,_ <:./r.J"' ) 1··\ SI I\ •. _ ..... A x(h} < sh 
Verva.ng ( J x )C,e door 
oM < S, " -· ...... I\ t/"·> < Sh 
I\ R; ~ sl" .. ____ .. "R; < sh 
-·- -- ... --- ...... .., .. _____ .. _ 
A R; < sl /\ -.. --- .. " 'Rf< sh 
( X: ). Zesde reductiestap .. Komt in A(x) een veranderlijke y voor, die 
door de reductie verdwenen is, dan voegen wij een conjunctieterm 
y = y toe. 
(A). Voar de zes rcductiestappen achtereenvolgens voor alle existcn-
tietekens ui t. Dan ontstaat een gereduceerde van de formule. 
~ 28. BepalillFi• 1. Een numerieke formule beet verificeerbaar (vb) ala 
zij w is. 2. Een formule, die alleen vrije dingveranderlijken bevat, 
heet vb, als zij bij invullen van willekeurige cijfers voor die ver-
anderlijken waar wardt. 3. Een formule met vrije en gebonden dingver-
anderlijken heet vb, als haar gereduceerde vb is. 
Stelling 1.• Gegevem (I) y is de enige veranderlijke in A(y) en R is 
een gereduceerde van (3 x)A(x). (II) Voor het cijfer 5 is A(~) waar .. 
Bewering: R is waar. 
§telling 2. Gegevem (I) als boven. (II) R is waar. Bewaring: Men kan 
een cijfer .s vinden, z.odat A( s ) waar is. 
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Bewij s. 1 e geval ( zie 8 ) C 1 is wanr; l groter dan m. Neem S = o. 
2° geval (O(k) =RY o{k)< R)A c; (R) is waar. R is dan oen 
cijfer van de vorm S(k). Neem 5 = S. 
36 geval. Bij de vijfde reductiestap, 2e geval, ontstaat een 
ware formule. Zoek het kleinste der cijfers S1 ••• Sh ; dit heeft de 
vorm T(k+l); neem s = T. 
Stelling 3. Zijn C en D gereduceerden van A en vervangt men de vrij0 
vera.nderlijken in C en D op dezelfde wijze door cijfers, dan warden 
beide w of beide v~ 
Stelling 4. Gegeven: D(y) is een gereduceerde van A(y). F is een gerc~ .. 
duceerde van (3.x..)A(x). D'(y) en F ontstaan uit D(y) en F, door voor 
de in beide voorkomende vrije veranderlijken cijfers in te vullen. 
Beworingent Is D'(!) waar, dan is F' waar. Is F' waar, dan kan men 
oen cijfer S vinden, zo dat D' (_s ) waar is. 
29. Iedere uitgnngsformule is verificeerba~r. 
De verifioeerbaarheid blijft bestaan bij het toepassen van de 
regels van de relatierekening. Hieruit v olgt, dat iedere afleidha.re 
formule verificeerba.ar is .. Ot- 0 is niet vb, dus niet afleidbaar. 
Hierm0e is de nict-tegenstrijd:igheid van de axioma's uit ~ 27 bewezen. 
30. Het axioma der volledige inductie luidt: 
8. f(O)A (Vx) (f(x)~f(x'))-f(y). 
In plaats hiervan kan men ook een nieuwe regel invoeren: 
R 9. A(O) A(x) ~ A(x 1 ) 
A(x) 
Een formule zonder relatie- of uitspraakveranderlijken, die door toe-
passing van 8 of R 9 afgeleid is,kan ook zonder 8 of R 9 a.:fgeleid 
,.. 
warden. Na toevoeging van 8 o:f R 9 blijft het stelsel niet-tegenstrij•· 
dig. 
31. Uit het verkregen stelsel volgen de axioma's van Peano voor Je 
:natuurlijke getallen. Ook deze ~ijn dus niet-tegenstrijdig. (Beth blz. 
:;.29). 
VI. Recursieve functies. 
32. Recursieschema voor een primitief recursieve functie f(x,u). 
:f(O,u)= Cf (u). 
f(x 1 ,u)=f (x,u,f(x,u)). 
Voorbeelden. f(x,u)= u + x. r (u) = u. 
' r(x,u,z)= z'. 
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f(x,u)= u. x. 'f_ (u)= o. (x,u,z)= z + u. 
f(x)=8 (x). o(O)= O. 8(x' )= x. 
:f(:x:,u)= u..:.. x. f(u)= u. r<x,u,z)= 8' ( z) 
f(u,x)= L g(u,y). <P(u)= O. '\l,(x,u,z)= g(u,x' )+ z. 
"<J:: l f 
Ane.loog voor het product 
\a - b\ =(a~ b) + (b..:.... a). 
sg x = l _..:._ x. sg x = sg sg x., 
3;. De representerende functie van een relatie R(x, , ••• ,~) is 
gedefinieerd door: 
{f (x, , ••• ,x'tl )= 0 als R juist is. 
t(x1 , ••• ,x'I\)= 1, als R onjuist is. 
Notatie: Cf repr. R. 
Voorbeeldt sg/x - y/ repr. x = y. 
Een relatie beet primitief recursief, als ha.ar representerende 
fu.nctue primitief recursief is. 
Stel 9 (x,y) rcpr. R(x,y). 
Dan 1 ....:.... (x,y) repr. -,R(x,y). 
J\ f ( X , Y) re pr • ( ] y) ( y < Z /\ R ( x , y) ) . 
~~ LT[ ~{x,s)::f l/~<1 "'R{:x,~j\ 
sg( L- ? (x,y) )repr. ( \/ y) (y< z~ R(x ;Y)). t<z s<t' o\; <JV 
~<'l 
Deze functie betekent: het kleinste getal y, zodat Y< z 11. R(x,y) juist 
is; is er zo'n getal niet, dan O. Laat de elkaar uitsluitende praedi-
cates Q,(x), .•. , Q~(x) tot representerende functies hebben 
r.<x) , ••• ' r.,.. (x). 
Cf (x )= ( sg 'f, ) f, + • • • + ( sg f""' ) Cf,m + sg (f, + ••• + f'rrl Xf'lllt-1 heef't de 
cigenschap 
r, ( X ) , a ls QI ( X) juist is• 
er (x)= y'II, (x), als ~ (x) juist is. 
Cf'4fl+/x) in het overblijvende geval. 
Deze functie is dus recursief, als Q1 , ••• , Q'll\.. het zijn. 
3 4 • a< b is ( 3 c ) ( c < b " a + c ' = b ) • 
a \ b is (.3 c) ( o < b t A ac = b) 
Pr (a) is a.> 1 A -r ( .3. c )( 15'. c < a II c \ a). 
Dit betekent: a is een priell\getal. 
Het (i+l)e priemgetal }~ is een recursieve functie van i. p.= 2. 
P ~ = /1 X ( Pi < X ~ pi, J + l A P,i. ( X) ) • 
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l)e ontbinding van a in priemfactoren sehrijven wij: 
a = Po { a..,) P, (a,)• • • • • P,e ( ~) 
\ 
<a.)L, =t x<x:::: a" p/~- I a.A-,pt 1 a). 
A {a} is het aantal verschillende priemgetallen, waardoor a. deelbaar 
is. W:ij definieren eerst A. ( a, nh 
). (a,O)= 0 A (a,n' )c: f A (a,n)+ 1 als p,) a 
.A (a,n) anqers. 
;.\(a)= A (a,a). 
35. Wij definieren g(x,n) door 
{ 
g(x,O )= xi 
g(O,n 1 )= g(l, n). · 
g(x',n')= g(g(x,n'),n) 
Deze functie is niet primitief recursief. 
36. In de calculus van de elementaire rekenkunde f S 27) aioeten de 
recu:rsief':ormules VQor een nieuw ingevoerde functie als nieuwe axi.omata 
beschouwd wordetn. Het bewijs van niet-tegenstrijdighei<i aoet daarivoor 
opnieuw geleverd worden. De methode ui t hoofdstuk V gaa,t nog, als :<le 
Clip-telling ingevoerd is, maar niet meer na de invoering van de vermerug--
vuldiging. 
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GRONDSLAGEN DER WISK14'PE 
Pro:f. Dr A. Heyting. 
VII. Arithmetisering der metama~hematica. 
17 Mei 1950. 
,1. De methode der arithmetisering bestaat hierin, dat aan iedere 
tekenrij een nummer wordt toegewezen, zodat ieder metama.thematisoh 
probleem tot een rekenkundig probleem wordt teruggebra.cht. Als voor-
beeld nemen wij een calculus C met de volgende tekens; onder ieder 
teken is het daaraan toegevoegde nummer ge~et. 
V , -, , _3 , = ,- O, \, 
11, 13 , 17 , 19, 23 , 29, 
"dingveranderlijken x1 , x2 , x3 , 
5 , 52 , 53 , 
.... 
.... 
uitspra.akveranderlijken a1 , a2 , a3 , 
7, 72, 74, 
.... 
relatieveranderlijken 
1 1 met l lege plaats :f1 , :f2 , 
73, 79, 
1 f3, •.•. 
15 7 , •••• 
2 2 2 
met 2 lege plaatsen :f1 , :f2 , f 3 , •··· 
5 25 35 5, 7 , 7 , .... 
Tekens voor in te voeren arithmetische :functies 
l 1 1 
<f1, 'r2• f3, ...... 
112,112,114, 
2 2 
<f 1, <p 2' f 3' 
•••• 
. . . . 
3 9 15 11 ,11 ,11 , •••• enz. 
enz. 
' 
Zijn aan de tekenr:i.jen p en Q de getallen ~ en J toegevoe8d,. dan 
is .an P v Q he-t xetal 211 3P 5<l, aan -, P het geta.l 2J ;P, a.an ( 3 :x.,)P . 
bet getal 217•52( -l)3P, aan P = Q het getal 219 3P 54 , aa.n P' bet 
getal 229 3P toegevoegd.. Is verder a.an de relatievere.nde:rlijke 
2 2 r P q· fA het geta.l r toegevoegd, dah is .a.an fi(P1Q} bet get&l 2 :, 5 
'ioegevoegd; analoog voor de' ~n mlatiev•randerlijlten en voo.r «• · 
teke ns voor a.:ri thmetische ;fumtie,i .. 
V11tarbeeld., Aan ds :f'orlfl!Ule x2 ,= Ov x:2 • x;· ts -~~gd hf' 3~-
. 2 .. a , ·· 
211 ,e19-,s 52,521,,~<,a~,s 
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Aan een reeks van tekenrijen P, Q,, R, •.• , waaraan de getallen p,q:;r, ••• 
sijn toegevoegd, wordt bet getal 3P 54 7r ••• toegevoegd. • 
Bel8.lfj'rijke opmerking. Is een g$tal gegeven, dan kan omgekeerd de teken-
rij o:f' de reeks tekenrijen, w aai-aan bet eventueel is toegevoegd, daar 
weer uit teruggevonden worden. 
,a. Verd.ere beschrijviz;ig van ,e calculus. 
' 
hra. O is een term. 
- Iedere dingveranderlijke is een term. Een term, gevolgd door is 
••n term. Een teken rt, gevolgd door l termen, is een term. 
1orm\l.le. 
1. Ben uitspraakveranderlijke is een formula. 
la. Zijn Pen Q termen, dan is P = Q een formula. 
2. Een relatieveranderlijke, waarbij voor alle argumenten termen zijn 
ingevuld, is een :formula. 
3, 4 en 5 als in de relatie~ekening (blz. 6). 
biema.1 s. I. Alle axioma's ia.n de relatierekening. 
II. x1 = x1 
xl = X2--+(:f1(~_)-+f1(x2)) 
I 
x1 = O. 
Xi = X2--+ xl = x2. 
[ A-.B a:fkortittg voor -, A II B]. 
Het axioma van volled!ge inductie (blz. 12(8)). 
Regels. I. Alle regels voor de relatierekening. 
II. Aanvulling van ;tregel la (blz. 6): 
Een vrije dingverande:fl.ijke mag overal waar zij voorkomt door de-
zelfde term vervangen worden, mits deze geen dingveranderlijke bevat, 
tie elders gebonden voorkc,:nt. 
, 39. lle volgende meta.ma.thematische begrip:pen gaa.n door de anrthmetisa-
tie in :nrimitief recurs:!eve funetie$ over. 
I. y is bet aummer van een term P. 
Voor het bewijs schrijven wij de termen, die bij de opbouw van P 
achtereenvolgens ontataan, aahter elkaar en vormen het nummer z van die 
reeka tekenrtjen.. 1)e ontbinditig in factoren van z mo.et nu de volgende 
eigenscbappe\\ hebben: 
De laa;tune exponent is y. 
Ie<tere exponen-t(«.)1, verkee:tt in &en der ge•llen:a/(z}i = 23. . 
l,: b/{s);i. 1• van (le VQH 5U. c/ lh- is .een vroegere eXl)Onent (z)j, So:lf:\i I~!~ ~ ~ 5C•>l. a/ lk' B'i;jn ~•.,. eponenten {s)j'C•li:•· .. , s,;,4a1;_ . 
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(z)i = 2v 3Cz)j 5(Z)k ••. , waarin v het nummer is van een cp-teken 
met het juiste aantal argumenten. Ieder van deze gevallen is gemak-
kelijk als recursieve relatie te herkennen. 
II. y is het nummer van een formule. 
Het bewijs gaat analoog. 
III. y is het nummer van een axiom. 
IVa. y is het nummer van de fo:rmule, die uit formule nummer z ont-
staat, door dingveranderlijke nummer u te vervangen door term 
nunnner v. [ .s&-, (y, z, u, v ~ . 
Bewijs. Schrijf de termen en formules, die bij de opbouw van formule 
nummer z voorkomen, achter elkaar op; bepaal het nummer t van deze 
reeks tekenrijen. Vervang in elk van die tekenrijen dingveranderlijke 
nummer u door term nummer v; de nieuwe reeks tekenrijen heeft nummer 
s. Ontbind s en t in factoren; konrt onder de exponenten in t,u voor 1 
dan correspondeert daar mee v in s; overigens be staan tussen de ex-
ponent en ins dezelfde betrekkingen als tussen die int. Al deze 
eigenscbappen worden door recursieve relaties gegeven. 
' IV. b,c. Analoge beschouwingen voor de regel I b,c. 
V. y is het nummer van een a:fleiding voor formule nummer z. 
Bewijs. Ontbind yin factoren. De laatste exponent moet z zijn. Voor 
de overige exponenten geldt: 
~£ b) voor zeker j<i, u env geldt5.t,((y)i, (y)j, u,v) 
of analoog met ~ , S,t.3 • 
_11 2133 (y )k 5 (y)i 
of c) voor j, k<i geldt (y)j = z- 3 
~ll 32133a5b of d) (y). = .. voor j< i, terwijl 
J 
hier mag veranderlijke nummer 5° niet in formule nummer b voo:rkomen. 
Dit alles gee:ft aanleiding tot recursieve relaties. Deze relatie 
stellen we voor door R(y,z). 
40 • In Si-, ( y, z, 5, v), waarin ~ bet nummer van het get al s is, is 
Y =~(z,5) een reeursieve functie van z en.5. 
Beschouw nu de formule -, R(y, er {x1 ,x1} la.at deze nummer <::(. heb-
ben. 
Stel G = -;R(y, er ( or , « )}. G onts-taat uit ~la ll'Wl}]OOl" « , d~r 
daarin de veranderlijke ntUllller 5 door ~ te ve::rva~n, ··~ G h-61.et"t. bet' 
numm.er q-"{()( ,(:{ )= p, . 
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stel nu, dat ---,R(Y,f) afleidbaar is; dan is G afleidbaar; ist 
ia het nummer van de afleiding, dan is R( 01 r> ) juist, dus afleid-
baar, in tegenspraak 1net -. R ( y, f3 ) • Dus: 
I. Is C contradictiev i dan is -,.R 
Stel nu, dat R( 8 1 r,> ) voor zeker getal 
was formule nummer~, dat is G, afleidbaar, 
wat een oontradictie geeft. Dan: 
afleidbaar was; dan 
dus ook -rR(y,/3 ) , 
II. Is C contradictievrij, dan is R(8. ) voor geen getal 
afleidbaar;-tR(6 >(3) is voor iedera dus afleidbaar. 
Wij onderstellan nu, dat C ey -oontradictievrij is, d. w. z. het 
is onmogelijk, dat tegelijk de formules -. ( V x) A(x) en .b...( $ ) 
voor ieder getal S afleidbaar zijn. 
III. Is C w -contradic.tievrij,. dan is ~ ( V y)-, R(y, r' ) , 
noch,( V y)-,R(y, r' ) afleidbaar. 
(Stelling van Godel). 
41. Opmerkingen. 1. Rosser hee.i:t een iets ingewikkelder :formule 
S(y) aangegeven, waarvoor geldt: 
Is C ontradiotievrij, dan is noch ( Y y}S(y}, noch-, ( V y)S(,1) 
afleidbaar. 
2 • De :formule --iR{ y, 13 ) betekent bij interpretatie, dat formql.e 
nummer~ ,dat is diezelfde :formula, niet afleidbaar is. De redene-
ring van Godel is dus een verscherping van de paradox van de leu-
genaar. 
3. De door de formule (Vy)-,R(Y,(3 ) geformali.seerde stalling 
is juist. Daar de reaenering van Godel geldig blijft bij uitbrei-
ding van de calculus (mits R( y, x. ) een recursieve funotie blijft), 
zien wij, dat het niet mogelijk is, de gehele elementaire reken-
kunde in een calculus samen te vatten. 
42. Hulpstelling 1. Is formule nummer 1 afleidbaar uit formule 
nummer 5 , dan is ook de f ormule 
( .3 x) R(x, S ) _,.. ( .3 x) R(:x:,~ ) afleidbaa.r. 
Bew:ijs. De formulereeks, die uit de reeksen nummar y en nummer z 
ontstaat door ze achter elkaar te zetten, heeft het nummer T(y,z), 
waarin r een recursieve functie is. Is y het nummer voor een aflei-
ding van P en z dat voor een afleiding van Q uit P, dan is 7: Cri~). 
het nummer voor een a.fleiding van Q. 
ttz is bet nummer voor een afleiding van formule. nummer 1 uit 
formula nummer } 0 is een recursieve relatie S(z,p 1q). (Bewijs 
anuJ.oog met ~ 39 V} .. De formula 
R(y ,p) " S(z ,Pi q)--.. R( ,r {y,z} t q) 
is afleidbaar, dus eok: 
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( ::fx) R{x, 5 ) A S( ~ ,_$, 1 ) ➔ ( .:j x) R(x,q). 
Jaar ala ? het nummer is v.oor een af lei ding van f ormule nummer 1 
nit formule numme~ dan is S( S JS/?) juist., dua afleidbaar. 
43. Hulpstelling 2. De formule 
( .3 x) R(x, 213 3Y)~ ( 3 x) R(x, 213 3 cr(y,z)) is afleidbaar. 
Bewijs. Is P(x1) de formula nummer y, dan betekent het linker lid_: 
ri--,p(x1) is afleidbaar". La.at u het nurnme·r van een afleiding voor 
,P(x1) zijn, dan is er een reours.ieve functie ? (u), zodat r ( u) 
bet nummer is voor een afleiding van P( S ) ; ttp( §) is afleidbaar" 
is de betekenis van het rechterlid ... Nu is 
R(u, 213 3Y)--'7R(~ (u), 213 3G"""(y,z)) 
afleidbaar, dus ook deaf te leiden formtile. 
44. Hulpstelling 3. Isq,(x) een recursieve :functie, dan is de formu-
le 
f(z) = 0 - (:1y} R(y,<r-(~,~)) 
afleidbaa.r; S is het nummer van cp (x )= o. 
Het bewijs hiervan geven wij niet. 
45. Stelling van Godel. Is C contradictievrij, dan is de formule 
(3 z) R(z,u) ~~ 3z)R(z,2133u), (1) ,die de contradictievrijheid van 
C uitdrukt, in C niet afleidbaar. 
Eewijs. Stel dat formule \1) a:fleidbaar was. L.aat ! het nummer zijn 
van R(x1 , 0 ) en 6 = 213 3~ dat van --rR(x1 tf3). Lr z:i.e} 40]. ., 
Volgens hulpstelling 1 is nu 
(3 z) R{z,~ )- (3 z) R(z,8) 
a.:fleidbaar, dus ook (hulpst. 2) 
R(y, f )-> ( :J z) R( z, 213 3cr(t .~-) 
dus -,( jz) R(z, 213 3G""(d"",Y))~ -.R(y,r') (2) 
Verder is afleidbaar volgens hulpst. 3: 
R(y,f> )-.(3z) R(z,c-(0,y)) 
en volgens de onderstelde a.f'leidbaarheid van (1) 
R(y,~ )-+ -, (j_ z) R{z., 213 3c- ((,Y)) (3) 
Uit (3) en (2) krijgt men R(y,f )- ,R(y,(3 ) 1 d'Us ..-.:R(Y,f> ), in 
strijd met§ 40 I. . 
